
I Mühazirə 

Diferensiallanan çoxobrazlı anlayışı.  Diferensiallanan çoxobrazlıların 

hamar inikasları 

 

Tutaq ki, M hesabi bazaya malik Hausdorf topoloji fəzasıdır. MU   

açıq çoxluğuna baxaq.  nRU :   homeomorfizminə M  topoloji fəzası 

üzərində təyin edilmiş n ölçülü lokal xəritə (və ya lokal koordinat sistemi) 

deyilir. U  çoxluğu lokal xəritənin oblastı adlanır. Lokal xəritənin özünü ),( U  

şəklində işarə edirlər. 

 Tutaq ki, M  topoloji fəzası üzərində n ölçülü iki ),( U  və ),( V  lokal 

xəritələri verilmişdir. Əgər  

),()(:1 VUVU     

)()(:1 VUVU     

Inikasları hamar inikaslardırsa, o halda deyirlər ki, ),( U  və ),( V  hamar 

əlaqələndirilmiş lokal xəritələrdir. VU  olduqda  11 ,     inikasları 

tətin olunmurlar. Bu halda ),( U  və ),( V  lokal xəritələrinin hamar 

əlaqələndirilmiş olduqlarını qəbul edirik.  

 Tutaq ki, ),( U -M  topoloji fəzası üzərində n ölçülü lokal xəritədir. 

UP  nöqtəsinin ),( U  lokal xəritəsinə nəzərən lokal koordinatları dedikdə 

nRP )(  nöqtəsinin koordinatları başa düşülür. Bu koordinatları 

 )(),...,(),( 21 PxPxPx n  kimi işarə edəcəyik.  

 Tutaq ki, M  topoloji fəzası üzərində n ölçülü iki ),( U  və ),( V  lokal 

xəritələri verilmişdir və .VU  Əgər VUP   olarsa, onda 1   inikası 

 )(),...,()( 1 PxPxP n  nöqtəsini  )(),...,()( 1 PyPyP n  çevirir, belə ki, burada  

nyy ,...,1  n  sayda nxx ,...,1  dəyişənlərindən asılı funksiyalardır: 



.1),,...,( 1 nixxfy nii   

 Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə M  topoloji fəzası üzərində təyin olunmuş 

n ölçülü lokal xəritələrin AU ),(    ailəsinə M  topoloji fəzası üzərində 

n ölçülü hamar atlas (və ya diferensiallanan struktur) deyilir: 

1) atlasa daxil olan istənilən iki xəritə hamar əlaqələndirilmişdir; 

2) ,MU
A






  yəni atlasın bütün lokal xəritələrinin oblastları M  

topoloji fəzasını örtürlər. 

Üzərində n ölçülü hamar atlasın təyin olunduğu M  topoloji fəzasına 

n ölçülü hamar (və ya diferensiallanan) çoxobrazlı deyılir.  

Tutaq ki, mM ölçülü,  nN ölçülü hamar çoxobrazlıdır. NMf :  

kəsilməz inikasına baxaq.  MU ),(   çoxobrazlısı üzərində, NV ),(   

çoxobrazlısı üzərində lokal xəritələr olsun. )(1 Vf   alt çoxluğu M də açıq 

çoxluqdur.   )(1 VfU  olduqda  

)())((: 11 VVfUf                                        (1) 

Inikasını qurmaq mümkündür. Bu inikas zamanı )(1 VfUP   nöqtəsinin 

),( U  lokal xəritəsinə nəzərən koordinatlarından ibarət olan  ),...,( 1 mxx  

ədədlər sətrinə )(Pf  nöqtəsinin ),( V  lokal koordinatlarından ibarət olan 

),...,( 1 nyy   sətri qarşı qoyulur.  

 (1) inikasına NMf :  inikasının ),( U  və ),( V  lokal xəritələrinə 

nəzərən koordinat ifadəsi deyilir.  

 Əgər uyğun olaraq, M  və N  çoxobrazlıları üzərində verilən ixtiyari 

),( U  və ),( V  lokal xəritələrinə nəzərən (1) koordinat ifadəsi hamar inikas 

olarsa, onda NMf :  kəsilməz inikası hamar inikas adlanır. Bu zaman 

  )(1 VfU  olduqda,  koordinat ifadəsinin hamar olması qəbul olunur.  



 Teorem 1. Kəsilməz NMf :   inikasının hamar olması üçün zəruri və 

kafi şərt hər bir MP  nöqtəsi üçün uyğun olaraq, M  və N  çoxobrazlıları 

üzərində elə ),( U  və ),( V  lokal xəritələrinin varlığıdar ki, VPfUP  )(,  və 

bu xəritələr üçün 1  f  koordinat ifadəsi )(P  nöqtəsində hamardır. 

 Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə, NMf :   inikası difeomorfizm adlanır:  

 1) f homeomorfizmdir; 

 2) f  və 1f   hamar inikaslardır. 

 Məsələn, səthlərin istənilən difeomorfizmi çoxobrazlıların 

difeomorfizmidir. Digər tərəfdən, əgər MU ),(   hamar çoxobrazlısı 

üzərində lokal xəritədirsə, onda göstərmək olur ki, )(: UU    inikası 

difeomorfizmdir. 

 

 

 

 

  II Mühazirə 

Diferensiallanan çoxobrazlı üzərində toxunan və kotoxunan vektorlar 

Tutaq ki,  nM ölçülü hamar çoxobrazlı, I  isə R  ədəd oxunun açıq 

intervalıdır. Aşkardır ki, I  açıq intervalı R də açıq alt çoxobrazlı kimi bir 

ölçülü çoxobrazlıdır. Ona görə də MI :  inikasının hamarlığını 

çoxobrazlıların hamar inikası şəklində başa düşmək olar. 



 M  çoxobrazlısı üzərində hamar əyri (və ya sadəcə  əyri)  MI :  

hamar inikasına deyilir. Əgər It 0  üçün Pt )( 0  olarsa, onda deyirlər ki, 

əyri 0tt   olduqda P  nöqtəsindən keçir.  

 Əgər MU ),(   çoxobrazlısı üzərində lokal xəritədirsə və MI :  

əyrisi üçün UI )(  olarsa, onda  nR  fəzasının )(U  oblastında 

)(:~ UI     əyrisinə   əyrisinin ),( U  xəritəsinin lokal koordinatlarında 

verilməsi deyilir.  

 ),( U  lokal xəritəsinin verilməsi ilə UP  nöqtəsindən keçən hər  bir 

hamar   əyrisinə )(:~ UI     əyrisinin 0t  nöqtəsində sürət vektoru olan  
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vektorunu qarşı qoymaq olur, burada   .0,, 00   ttI  

 M  çoxobrazlısı üzərində P  nöqtəsindən keçən iki hamar əyri üçün bu 

əyrilərə yuxarıdakı qaydada qarşı qoyulan vektorlar üst-üstə düşürlərsə, 

onda deyirlər ki, verilən hamar əyrilər P  nöqtəsində bir-birinə toxunurlar. 

 M  çoxobrazlısı üzərində P  nöqtəsində bir-birinə toxunan hamar 

əyrilərin ekvivalentlik sinfinə P  nöqtəsində M  çoxobrazlısına toxunan 

vektor deyilir.  

 P  nöqtəsində M  çoxobrazlısına toxunan vektorlar çoxluğu MTP  kimi 

işarə olunur. MTP  n ölçülü vektorlar fəzasıdır və P  nöqtəsində M  

çoxobrazlısına toxunan fəza adlanır. 

 nR  fəzasının nee ,...,1  kanonik bazisinə MTP  toxunan fəzasında uyğun 

gələn bazisi hərəkətli bazis adlandırırlar və nPP  ,...,1  kimi işarə edirlər.  



Tutaq ki,  nM ölçülü hamar çoxobrazlı, PMTv P   nöqtəsində toxunan 

vektor, 0: ttMI   olduqda P  nöqtəsindən keçən elə hamar əyridir ki, 

 ,v  burada      əyrisi ilə təyin olunan ekvivalentlik sinfidir.  MOP f   

çərtini ödəyən açıq fO  alt çoxluğunda təyin olunmuş hamar ROf f :  

funksiyasına baxaq.  UPU ),,(   lokal xəritəsini daxil edək. Onda   əyrisi 

 ~  əyrisinin lokal koordinatlarında təyin olunur, f  funksiyasına isə 

1~  ff  şəklində işarə edəcəyimiz ROUf f  )(:1   koordinat ifadəsi 

uyğun gəlir.  

 MTv P  toxunan vektorunun köməyi ilə P  nöqtəsinin ətrafında təyin 

olunmuş hər bir hamar f  funksiyasına  
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ədədini qarşı qoymaq olur. 

  )(PC  ROf f : , fO açıq çoxluqdur, f hamar funksiyadır  

çoxluğuna baxaq. Beləliklə, fDfRPCD vv  :)(:  inikası qurulmuş oldu, 

burada .MTv P  Göstərmək olur ki, vD  inikası aşağıdakı xassələrə malikdir: 

 RPCgf   ),(,  ,  ),()()( gDfDgfD vvv    ),()( fDfD vv              (1) 

         ).()()()()( fDPggDPffgD vvv                               (2) 

Sonuncu bərabərliyə Nyuton-Leybnis qaydası deyirlər. Beləliklə, vD xətti 

inikasdır.  

 (1), (2) bərabərliklərini ödəyən RPCD  )(:  inikasına 

diferensiallanma deyilir. Beləliklə, istənilən MTv P  toxunan vektoru vD  

diferensiallanmasını təyin edir.   



 Göstərmək olur ki,  RPCDDP   )(:  diferensiallanmalar çoxluğu R  

həqiqi ədədlər meydanı üzərində vektorlar fəzasıdır. 

 Teorem.  Toxunan fəzanın diferensiallanmalar fəzasına  

vPv DvDMT  :  inikası xətti izomorfizmdir. 

 Bu teoremə əsasən, ixtiyari v  toxunan vektoru vD  diferensiallanması 

ilə eyniləşdirilir. Qeyd edək ki, vD yə v  toxunan vektoru boyunca 

diferensiallanma, fDv ə isə f  hamar funksiyasının v  toxunan vektoru 

boyunca törəməsi deyilir: 
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III Mühazirə 

Diferensiallanan çoxobrazlı üzərində vektor və tenzor meydanları 

 

Tutaq ki,  nM ölçülü hamar çoxobrazlıdır, A  isə M də açıq alt 

çoxobrazlı kimi başa düşülən açıq alt çoxluqdur (xüsusi halda ).MA    

 MA   açıq alt çoxluğu üzərində vektor meydanı dedikdə hər bir AP  

nöqtəsinə MTATX PPP   toxunan vektorunu qarşı qoyan X  inikası başa 

düşülür.  

 Tutaq ki, AYX ,  açıq alt çoxluğu üzərində vektor meydanlarıdır, f  isə 

A  üzərində funksiyadır. A  üzərində YX   və fX  vektor meydanlarını 

aşağıdakı kimi təyin edirik: 



.)()(,)(, PPPPP XPffXYXYXAP                             (1) 

 Vektor meydanının hamarlığı anlayışını daxil edək. Əgər A  üzərində 

),( U  lokal xəritəsi seçilərsə, onda UP  şərti daxilində hər bir toxunan MTP  

toxunan fəzasında nPP  ,...,1  hərəkətli bazisi təyin olunar. Əgər UP  

nöqtəsini dəyişsək, nəticədə U  üzərində n  sayda i  vektor meydanlarını 

almış olarıq. U  üzərində verilmiş X  vektor meydanı üçün hər bir PX  toxunan 

vektorunu hərəkətli bazis üzrə ayırmaq olar: ,)()( 1
1

nP
n

PP PfPfX    

burada )(),...,(1 PfPf n  ilə PX  toxunan vektorunun koordinatları işarə 

olunmuşdur.  

 Əgər UP  nöqtəsini dəyişsək, nəticədə (1)  əməllərinə  əsasən,  

n
nffX  1

1                                                 (2) 

ayrılışını alarıq, burada Uff n ,...,1  üzərində funksiyalardır. 

 (2) bərabərliyindəki nff ,....,1  funksiyalarına U  üzərindəki X  vektor 

meydanının  ),( U  lokal xəritəsinə nəzərən komponentləri deyilir.  

 Əgər MA  açıq alt çoxluğu üzərində X  vektor meydanının M  

çoxobrazlısı üzərindəki istənilən ),( U  lokal xəritəsinə nəzərən 

komponentləri AU   üzərində hamar funksiyalardırsa, onda X  hamar 

vektor meydanı adlanır.  

 Göstərmək olur ki, iki hamar vektor meydanının cəmi və hamar vektor 

meydanının hamar funksiyaya hasilı hamar vektor meydanlarıdır. Doğrudan 

da, əgər  i
i

i
i gYfX , hamar vektor meydanları, f hamar 

funksiyadırsa, onda 

,,)( i
i

i
ii fffXgfYX   

və  hamar funksiyaların cəmi, eləcə də hasili hamar funksiyalardır. 



 MA   açıq alt çoxluğu üzərində təyin olunmuş bütün hamar vektor 

meydanları çoxluğunu )(A  kimi işarə edirik. )(AX   vektor meydanı 

fDPfD
PXX ))((  qaydası ilə fDfACACD XX   :)()(:  inikasını təyin edir. 

Bu inikas aşağıdakı xassələrə malikdir: 

.)(,)(

,)(,),(,

fgDgfDfgDfDfD

gDfDgfDRACgf

XXXXX

XXX


 




 

 Tutaq ki, )(, AYX   vektor meydanları verilmişdir, burada MA də 

açıq alt çoxluqdur. A  üzərində təyin olunmuş və ixtiyari ),( U  lokal 

xəritəsinə nəzərən komponentləri   j
j

i
ij

i
i

U
fggfYX  )(,  şəklində olan 

vektor meydanına X  və Y  vektor meydanlarının kommutatoru deyilir və 

 YX ,  kimi işarə olunur. Aşkardır ki, hərəkətli bazisin vektor meydanları üçün, 

  .0,  ji  

 Teorem. Kommutasiya əməli aşağıdakı xassələrə malikdir: 

 a)    ,,, XYYX   xüsusi halda   ;0, XX  

 b) R  , ,      .,,, 2121 YXYXYXX    

 

  

 

IV Mühazirə 

Li qrupları 

Li qrupu eyni zamanda diferensiallanan çoxobrazlı olan elə G 

qrupuna deyilir ki, GG   ba,  Gab 1  qrup əməliyyatı GG çoxluğundan 

G-yə diferensiallanan inikas olsun. [5]. L a  (uyğun olaraq, R a  ilə ) ilə G 

qrupu üzərində Ga  elementinin doğurduğu sol (sağ) sürüşmələri işarə 

edək: 



                  Gx  üçün L axxa    xaxRa  . Ga  üçün ada G-də 

                    Gxaxaxaad   ,1  

şəklində təyin olunan daxili avtomorfizmidir. 

  Tutaq ki, GL(n,R)-bütün həqiqi cırlaşmayan nn tərtibli  ijaA   

matrislərinin qrupudur. Hasil əməli 

                     k
j

n

k

i
k

i
j baBA 




1

 

şəklində verilir. Gl(n,R)  R
2n  fəzasında açıq altçoxluq, eləcə də açıq 

altçoxobrazlı kimi baxıla bilər. Bu diferensiallanan struktura nəzərən Gl(n,R) 

Li qrupudur. 

  Tutaq ki, G Li qrupu və M hamar çoxobrazlısı verilmişdir. Aşağıdakı 

şərtlər ödənildikdə deyirlər ki, G  M çoxobrazlısı üzərində çevirmələrin Li 

qrupudur, və ya G   M üzərində təsir edir (diferensiallanan şəkildə) [5]: 

1) hər bir a G  elementi M-də x x a  kimi işarə olunan çevirməni doğurur, 

burada xM ; 

2) GM    Mxaxa ,  diferensiallanan inikasdır; 

3) bütün a ,b  G və xM üçün x    bxaab  . 

 Əgər bütün Mx  üçün xxRa   münasibətindən a=e alınırsa, onda 

deyirlər ki, G  M üzərində effektiv (sərbəst) təsir edir. 

 

V Mühazirə 

Baş laylanma fəzası. Xətti reperlərin laylanması 

        Tutaq ki, M-C   sinfindən olan n-ölçülü diferensiallanan çoxobrazlı, G-Li 

qrupudur. M çoxobrazlısı üzərində qrupu G olan baş laylanma fəzası, və ya 



qısa şəkildə baş laylanma (diferensiallanan ) P çoxobrazlısından ibarətdir və 

G-nin P üzərində təsiri aşağıdakı şərtləri ödəyir : 

1) G   P üzərində sağdan sərbəst təsir edir: 

                                     ;, PuRuaGPau a    

2) M-G qrupunun doğurduğu ekvivalentliyə nəzərən P üçün faktor fəzadır, 

M=P/G və kanonik π : PM proyeksiyası diferensiallanandır; 

3) P lokal trivialdır, yəni hər bir xM nöqtəsinin elə U ətrafı vardır ki, π  u1   

UG çoxluğuna o mənada izomorfdur ki,   u (π    uu , ) münasibətini 

ödəyən  :π   GUu 1  difeomorfizmi vardır, burada  π  u1 -dan G-yə 

təsir edən və bütün  u π  u1  və Ga  üçün     uua    a şərtini ödəyən 

inikasdır. 

 Baş laylanma fəzası P (M, G, π), P(M,G) və ya sadəcə P kimi işarə 

olunur. P-yə total fəza, yaxud laylanmanın fəzası,  M-ə laylanmanın bazis 

fəzası və ya bazası, G-yə struktur qrup, π-yə isə proyeksiya deyirlər. Hər bir 

Mx  üçün π  x1  P-də qapalı alt çoxobrazlı olub x  nöqtəsi üzərində lay 

adlanır. 

 Tutaq ki, G Li qrupu və M çoxobrazlısı verilmişdir, eyni zamanda G 

qrupu P=MG üzərində sağdan bu şəkildə sərbəst təsir edir. Hər bir Gb  

üçün bR    GMax ,  cütünü   GMabx ,  cütünə inikas etdirir. Bu şəkildə  

təyin olunan  GMP ,  baş laylanma fəzası trivial laylanma adlanır. 

 Baş laylanma fəzasının tərifindəki 3) şərtinə əsasən, P(M,G) baş 

laylanması üçün M üzərində  u  açıq örtüyünü seçmək olar, burada hər bir 

π  u
1  çoxluğu π  u

1 -dan GU  -nin üzərində təsir edən elə u (π(u), 

 u ) difeomorfizmi ilə təchiz edilmişdir ki,     auua    . 

Əgər  u π 1   uu   olarsa, onda  



                                          11   uuuaua   , 

bu isə onu göstərir ki,  u     1u  yalnız π(u)-dan asılıdır, lakin u-dan asılı 

deyildir. Biz 

                                  (π(u))=      1uu    

qaydası ilə   : GUU    inikasını təyin edə bilərik.   inikasları ailəsi 

P(M,G) laylanmasının M üzərində  u  örtüyünə uyğun olan keçid 

funksiyaları ailəsi adlanır. Asanlıqla yoxlanılır ki, 

                                uuux   üçün      xxx    . 

Laylanma  fəzalarına dair nümunələrə baxaq.  

I. Xətti reperlərin laylanması. Tutaq ki, M n-ölçülü hamar çoxobrazlıdır.       

Mx nöqtəsində U xətti reperi dedikdə T  Mx  toxunan fəzasının 

nizamlanmış X nX,...,1  bazisi başa düşülür. L(M) ilə M çoxobrazlısının bütün 

nöqtələrində bütün xətti reperlərin çoxluğunu işarə edək və fərz edək ki, π-

L(M) – -dən M-in üzərinə təsir edən elə inikasdır ki, bu inikas zamanı x   

nöqtəsinin U reperi x  nöqtəsinə çevrilir. Gl(n,R) tam xətti qrupu L(M) 

üzərində sağdan bu şəkildə təsir edir. Əgər    RnGlaa i
j ,  olarsa və 

 nXXu ,...,1 - xnöqtəsində xətti reperdirsə, onda ua  tərifə görə x  nöqtəsində 


i

i
i
jj XaY  qaydası ilə təyin olunan  nYY ,...,1  xətti reperidir. Aşkardır ki, 

 RnGl ,   ML  üzərində sərbəst təsir edir və π  u =π  v  münasibəti yalnız və 

yalnız müəyyən  RnGla ,  üçün uav  olduqda ödənilir. L(M)-də 

diferensiallanan struktur daxil etmək üçün, fərz edək ki,  nxx ,...,1 -M-də U 

koordinat ətrafında lokal koordinat sistemidir. Mx  nöqtəsində hər bir u  

reperi yeganə qaydada 
k

k

x
XX




   olmaqla  nXXU ,...,1  şəklində təsvir 

oluna bilər, burada  kX -qeyri məxsusi  matrisdir. Bu onu göstərir ki, π  u1  



çoxluğu  RnGlU ,  ilə biyektiv uyğunluqdadır. π  u1  ətrafında lokal koordinat 

sistemi olaraq,  ix  və  iX -nı götürməklə  ML -i diferensiallanan 

çoxobrazlıya çevirə bilərik. Bu mühakimələr göstərir ki,  ML    RnGlM ,,  baş 

laylanmadır.  ML -ə M çoxobrazlısı üzərində xətti reperlərin laylanması 

deyilir. 

Əgər  ix  və  ix  -M çoxobrazlısında  

 nii xxxx ,...,1   

çevirməsi ilə bağlı olan lokal koordinat sistemləridirsə, onda  ML  

laylanmasında  ii Xx ,   və  ii Xx 
,  indusirə olunmuş koordinat sistemləri  

üçün  

     
 

ii
i

i

nii

XAX

xxxx








 ,,...,1

                                                             (1) 

çevirməsini yaza bilərik. Buradan aydın olur ki,   2nnML   ölçülü hamar 

çoxobrazlıdır. iniXx ii  
 ,  qəbul etməklə, (1) çevirməsini  

                                      III xxx    

şəklində yazmaq olar, burada  

                                      iiI xxxnnI ,,,...,2,1 2  . 

(1) çevirməsinin Yakobi matrisi aşağıdakı struktura malikdir: 
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VI Mühazirə 

Baş laylanma fəzasında rabitələr 

 Tutaq ki, MGMP ),(  çoxobrazlısı  üzərində qrupu G  olan baş 

laylanmadır. )(PTu  ilə u  nöqtəsində P yə toxunan fəzanı işarə edək. Fərz 

edək ki,  uG )(PTu  fəzasının laya toxunan vektorlarından təşkil olunmuş alt 

fəzadır.  

 P  laylanmasında   rabitəsi hər bir Pu  nöqtəsinə )(PTu -dən olan 

uQ  alt fəzasının elə qarşı qoyulmasıdır ki,  

 1) )(PTu uu QG   (düz cəm); 

 2) ,, GaPu        ,)( uaua QRQ   burada GaRa   elementinin P -

də doğurduğu çevirmədir: ;uauRa   

 3) Q nün u dan asılılığı diferensiallanandır. 

2) şərti onu göstərir ki, uQu  paylanması G yə nəzərən invariantdır. 

uG nu )(PTu -də şaquli, uQ -nu isə üfüqi alt fəza (və ya horizontal alt fəza) 

adlandıraq. )(PTX u  vektoru uG ya aid olduqda (uyğun olaraq, uQ -ya aid 

olduqda) şaquli (uyğun olaraq, horizontal ) vektor adlanır. 1-ci şərtə əsasən, 

hər bir )(PTX u  vektoru yeganə qaydada ZYX   şəklində yazıla bilər, 

burada ., иu QZGY   Y  (uyğun olaraq, Z ) Х  vektoru üçün şaquli (uyğun 

olaraq, horizontal) komponent adlandırılır və vX (uyğun olaraq, hX ) kimi 

işarə olunur.       3-cü şərt  onu göstərir ki, əgər PX   üzərində 

diferensiallanan vektor meydanıdırsa, onda vX  və hX  vektor meydanları 

da diferensuiallanandırlar.     

P də verilmiş   rabitəsinin köməyi ilə P  üzərində qiymətləri G  

qrupunun g  Li cəbrindən olan   1-formasını bu şəkildə təyin edək. Hər bir 

gA  P  üzərində fundamental vektor meydanı adlanan A  vektor 

meydanını doğurur. Hər bir Pu  üçün gAA u  )( -dən uG nun üzərinə 



xətti izomorfizmdir. Hər bir )(PTX u  üçün )(Х i elə yeganə gA  kimi 

təyin edirik ki, uA )(   Х  vektorunun şaquli komponentləri olsun. Aydındır ki. 

0)( Х  şərti yalnız və yalnız Х  horizontal olduqda doğrudur.   formasına 

verilmiş   rabitəsinin rabitə forması deyilir. 

Teorem.   rabitə forması aşağıdakı şərtləri ödəyir:                                                                 

1) gА  üçün ;)( АА                                                                                    

2) Hər bir Ga  və P  üzərində hər bir Х  vektor meydanı üçün                              

,)()( 1    aadRa  yəni                                                                      

),()())(( 1 ХaadXRa      burada Gad  -nin g də birləşdirilmiş 

təsvirini ifadə edir.   

                                          

 

 

 

Mühazirə  VII 

Əyrilik forması və struktur tənliyi 

 Tutaq ki, ),( GMP baş laylanma,   isə G  qrupunun V  sonlu ölçülü 

vektorlar fəzası üzərində təsviridir. Hər bir Ga  üçün )(a  V də xətti 

çevirmədir və Gba ,  üçün ).()()( baab    P  üzərində ),( V  tipli r  

dərəcəli psevdotenzorial forma P  üzərində V -qiymətli elə r formasıdır 

ki,  

.,)( 1 GaaRa     



 Əgər P -də iX  toxunan vektorlarından heç olmazsa biri şaqulidirsə, 

yəni laya toxunandırsa və bu halda 0),...,,( 21 nXXX  olarsa, deyəcəyik ki, 

  tenzorial formadır. 

 Təklif 1. Əgər P  üzərində ),( V  tipli psevdotenzorial r -

formadırsa, onda: 

 (a)  )(PTX ui   üçün ),...,(),...,)(( 11 nn hXhXXXh    kimi təyin olunan 

h  forması ),( V  tipli tenzorial formadır. 

 (b) d  ),( V  tipli psevdotenzorial ( r +1) –formadır. 

 (c) hdD )(    kimi təyin olunan D  ( r +1) –forması ),( V  tipli 

tenzorial formadır. 

 Teorem 1 (struktur tənliyi). Tutaq ki,  rabitə forması,   isə onun 

əyrilik formasıdır. Onda PuPTYX u  ),(,  üçün 

).,()](),([
2

1
),( YXYXYXd    

 Tutaq ki, gee r ,...,1  Li cəbrinin bazisidir və  rkjiC i
jk ,...,1,,  

struktur sabitləridir, yəni  

.,..,1,,],[ rkjeCee i
i

i
jkkj   

 Fərz edək ki,  ., i
i

i
i

i

i ee    Onda struktur tənliyi bu şəkildə 

ifadə olunur: 

.,...,1,
2

1

,
riCd ik

kj

ji
jk

i     

 Teorem 2 (Bianki eyniliyi). Tutaq ki,  rabitə forması,   isə onun 

əyrilik formasıdır. Onda  

.0D  

Mövzu №  VIII 

Vektor laylanması. Vektor laylanmasında rabitələr 

 



Vektor laylanması anlayışı. Vektor laylanmasının kəsiyi. Kovariant 

törəmə. Lay metrikası. Metrik rabitə. Struktur tənliyi. 

 

1. Кобаяси Ш., Номидзу К. Основы дифференциальной геометрии. Том I, 

Пер.с англ., М., Наука, 1981. s.113-118. 

2. Дубровин Б.А., Новиков С.П., Фоменко А.Т. Современная геометрия. 

М.,  1979. s. 615-619 

Mövzu №  IX 

Xətti rabitələr 

 

Kanonik forma. Xətti rabitə. Standart horizontal vektor meydanı. 

Buruqluq forması. Birinci və ikinci struktur tənliklər. 

. 

  

1. Кобаяси Ш., Номидзу К. Основы дифференциальной геометрии. Том I, 

Пер.с англ., М., Наука, 1981. s.118-123. 

2. Дубровин Б.А., Новиков С.П., Фоменко А.Т. Современная геометрия. 

М.,  1979. s. 628-633. 

 

 

Toxunan afin fəza. Afin reperi. Ümumiləşmiş afin rabitə. Xarici 

kovariant diferensiallama. Afin rabitə anlayışı. 

Mövzu №  X  

Afin rabitələr 

 

1. Кобаяси Ш., Номидзу К. Основы дифференциальной геометрии. Том I, 

Пер.с англ., М., Наука, 1981. s.128-128. 



2. Дубровин Б.А., Новиков С.П., Фоменко А.Т. Современная геометрия. 

М.,  1979. s. 252-260. 

 

XI Mühazirə 

Hamar çoxobrazlının toxunan laylanma fəzası 

Tutaq ki, CM  sinfindən olan n-ölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır. 

Bütün MxMTx ,  toxunan fəzalarının dizyunktiv birləşməsi kimi təyin olunan 

 MT  çoxluğuna baxaq: 

                                            MTMT
Mp

p


 . 

Göründüyü kimi,  MT  çoxluğunun nöqtələri M çoxobrazlısının bütün 

mümkün toxunan vektorlarıdır. Hər bir  MTv  vektoru üçün MTv x şərtini 

ödəyən Mx  nöqtəsini π  v  simvolu ilə işarə edək. Nəticədə hər bir Mx  

nöqtəsi üçün π   MTx x1  xassəsinə malik olan  

                                          π :   MMT   

inikası təyin olunur. İxtiyari MU   açıq çoxluğu üçün π    MTu 1  alt 

çoxluğunu  UT  çoxluğu ilə eyniləşdirək. U çoxluğu    nxxUhU ,...,,, 1  

xəritəsinin oblastı olduğu halda ixtiyari  UTv  vektorunu  

                                      nnn RvvxxvTh 211 ,...,,,...,   

vektoruna çevirən Th :   nRuT 2  inikası təyin olunur, burada  xxx n,...,1 π  v  

nöqtəsinin  hu,  xəritəsində koordinatları, vvv n ,...,1  vektorunun 

x
n

x xx




















,...,
1

bazisində koordinatlarıdır. Beləliklə, 

                                  
x

n
n

x x
v

x
vv 




















 ...
1

1 . 



Qeyd edək ki, nvv ,...,1  ədədləri v  vektoru ilə birqiymətli təyin olunurlar. 

Aydındır ki, Th  biyektiv inikasdır və ona görə də   ThuT ,  cütü  MT -də 

xəritədir. Tutaq ki,  hU ,  və   MhU , çoxobrazlısının (müəyyənlik üçün 

kəsişən ) iki xəritəsidir və  

  nixxxx nii ,...,1,,...,1   ,                                                   (1) 

uyğun lokal koordinatların keçid düsturlarıdır. ( UU   kəsişməsində). Tərifə 

görə hər bir UUx   nöqtəsi üçün ixtiyari MTv x  vektorunun  hU ,  və 

 hU ,  xəritələrindəki nvv ,...,1  və nvv  ,...,1  koordinatları arasında  

i

x
i

i
i v

x

x
v 














                                                                    (2) 

münasibəti  vardır, burada 








 

x
i

i

x

x (1) funksiyalarının xüsusi törəmələrinin x  

nöqtəsindəki qiymətləridir. Digər tərəfdən, aydındır ki, Th  və hT   inikasları 

                                          UTUTUUT   

çoxluğunu RRR n 2  fəzasına, uyğun olaraq,   nRUUh   və   nRUUh   

açıq çoxluqlarına çevirirlər, belə ki, (1) və (2) düsturları birlikdə birinci 

çoxluğun ikinci çoxluğa   1 ThhT o  inikasını təyin edirlər. Bütün 

UUx  nöqtələri üçün o
x

x

x
i

i










 

det  olduğundan, alınır ki, bu inikas 

difeomorfizimdir. Beləliklə,   ThuT ,  və   hTuT  ,  xəritələri bir-biri ilə 

razılaşdırılmışdır. Aydındır ki, bu nəticə UU Ø olduqda da doğrudur 

( UU Ø olduqda      uTuT Ø olur). Buradan bilavasitə alınır ki,   ThuT ,  

şəklində olan xəritələr  MT  üzərində atlas və müəyyən hamar struktur təyin 

edirlər. 



          Qurulmuş  MT  hamar çoxobrazlısı M çoxobrazlısının toxunan 

vektorlarının                   çoxobrazlısı adlanır. Bu çoxobrazlının ölçüsü 2n-ə 

bərabərdir, burada n=dim M.     MMT ,,   üçlüyünə isə M çoxobrazlısının 

toxunan laylanması deyilir. Bir sıra hallarda M çoxobrazlısının toxunan 

laylanması olaraq,  MT  fəzası götürülür. Qeyd edək ki, (2) düsturlarında 

xüsusi törəmələrin varlığına əsasən,  MT  çoxobrazlısının hamarlıq tərtibi M 

çoxobrazlısının hamarlıq tərtibindən bir vahid azdır. 

Tərifə əsasən,   ThuT ,  xəritəsinə uyğun olan lokal koordinatlar 

nn vvxx ,...,,,..., 11  ədədləridir. Beləliklə, mxx ,...,1 simvolları həm U ətrafındakı 

lokal koordinatlar, həm də  UT  ətrafında lokal koordinatların bir hissəsini 

ifadə edirlər. (1.14) çevirməsinə  MT  toxunan laylanmasında lokal 

koordinatların  
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v
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xxxx ,,...,1

                                                         (3) 

çevirmələri uyğundur.  

nnivx ii 2,...,1,   qəbul etməklə, (3) çevirməsini 

                               nIxxx III 2,...,2,1,    

şəklinə gətirmək olar. 

(3) çevirmələrinin Yakobi matrisi aşağıdakı struktura malikdir: 
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idso   şərtini ödəyən kəsilməz  :  MTM   inikasına  MT  toxunan 

laylanmasının kəsiyi deyilir. Qeyd edək ki,  MT  toxunan laylanmasının 

kəsikləri M çöxobrazlısı üzərində vektor meydanlarıdır. 

 

XII Mühazirə 

Toxunan laylanmada vektor meydanının tam və horizontal liftləri 

Tutaq ki, C  sinfindən olan n -ölçülü diferensiallanan M  çoxobrazlısı 

verilmişdir. M çoxobrazlısı üzərində ixtiyari X  vektor meydanını götürək və 

onun  ixU ,  lokal xəritəsindəki koordinatlarını iX  ilə işarə edək. X  vektor 

meydanının )(MT  toxunan laylanmasına tam lifti TU  koordinat ətrafında 

verilmiş  

                     ij
jiicicIcc XvXXXXX  ,,                                  (1) 

vektor meydanıdır, burada .2,...,2,1,2,...,1,,...,2,1 nInnini   (1) 

şəklində Xc  tam liftinin vektor meydanı təyin etməsi 

Ic
I

I
Ic X

x

x
X







  

bərabərliyinin ödənilməsi yolu ilə əsaslandırılır, burada 
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toxunan laylanmasının lokal koordinatlarının 
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çevirməsinin Yakobi matrisidir, yəni 
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M  çoxobrazlısı üzərində   afin rabitəsi verildiyi halda  MXW    

vektor meydanının )(MT  toxunan laylanmasında horizontal lifti TU  

koordinat ətrafında verilmiş 

   kji
kj

iiHiHH VVWWWW  ,,                                                 (2) 

vektor meydanıdır, burada  i
kj  afin rabitəsinin əmsallarıdır. (2) şəklində 

WH  horizontal liftinin vektor meydanı təyin etməsi  

IH
I

I
IH W

x

x
W







  

bərabərliyinin ödənilməsi yolu ilə əsaslandırılır. 

                                                        

Mühazirə   XIII 

Toxunan laylanmada tenzor meydanının tam və horizontal liftləri 

Tutaq ki, C  sinfindən olan n -ölçülü diferensiallanan M  çoxobrazlısı 

verilmişdir. M  çoxobrazlısı üzərində ixtiyari F  afinor meydanını götürək və 

onun  ixU ,  lokal xəritəsindəki koordinatlarını j
iF   ilə işarə edək. F  afinor 

meydanının )(MT  toxunan laylanmasında tam lifti TU  koordinat ətrafında  
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                                       (1) 

şəklində təyin olunan afinor meydanıdır, burada 

.2,...,2,1,2,...,1,,...,2,1 nInnini   (1) şəklində Fc  tam liftinin afinor 

meydanı təyin etməsi 

J
I

c
I

I

J

J
J
I

c F
x

x

x

x
F 



 





  

 



bərabərliyinin ödənilməsi yolu ilə əsaslandırılır, burada 
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toxunan laylanmasının lokal koordinatlarının 
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çevirməsinin Yakobi matrisidir, yəni 
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M  çoxobrazlısı üzərində   afin rabitəsinin verildiyi halda F  afinor 

meydanının )(MT  toxunan laylanmasında horizontal lifti TU  koordinat 

ətrafında  

.
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                              (2) 

şəklində təyin olunan afinor meydanıdır, burada 

.2,...,2,1,2,...,1,,...,2,1 nInnini    

(2) şəklində Fh  horizontal liftinin afinor meydanı təyin etməsi 
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bərabərliyinin ödənilməsi yolu ilə əsaslandırılır. 

 

 

 

 



Mühazirə  XIV 

Toxunan laylanmada afin rabitənin tam və horizontal liftləri 

Tutaq ki, C  sinfindən olan n -ölçülü diferensiallanan M  çoxobrazlısı 

verilmişdir. M  çoxobrazlısı üzərində   afin rabitəsinə baxaq.   afin 

rabitəsinin M  hamar çoxobrazlısının )(MT  toxunan laylanmasında tam lifti 

 )( YX
c Yс

X
c

с                                        (1) 

bərabərliyi ilə təyin olunur, burada YX , M  hamar çoxobrazlısı üzərində 

verilmiş vektor meydanlarıdır, YX сс ,  isə onların )(MT  toxunan 

laylanmasında tam liftləridir, с  isə   afin rabitəsinin )(MT  toxunan 

laylanmasında tam liftidir. 

Əgər  k
ij  afin rabitəsinin əmsallarıdırsa, onda (1) bərabərliyindən 

с  tam liftinin sıfırdan fərqli əmsallarının aşağıdakı ifadələri alınır: 

,kij
k
ij

с   ,kij
k
ji

сk
ji

с    k
ijm

mk
ij

с v  , 

burada  mv )(MT  toxunan laylanmasının lay koordinatlarıdır.  

  afin rabitəsinin M  hamar çoxobrazlısının )(MT  toxunan 

laylanmasında horizontal  lifti isə  

           )( YX
h ,Yh

X
h

h                   )( YX
v ,Yv

X
h

h     

       ,0 Xh
Y

h
v                                0 Yv

X
h

v                                     

(2) 

bərabərlikləri ilə təyin olunur, burada YX , M  hamar çoxobrazlısı üzərində 

verilmiş vektor meydanlarıdır,  YX vv , , YX hh ,  isə onların )(MT  toxunan 

laylanmasında uyğun olaraq, şaquli və horizontal  liftləridir.  



 (2) bərabərliklərindən müəyyən edilir ki,   afin rabitəsinin M  

hamar çoxobrazlısının )(MT  toxunan laylanmasında  h  horizontal  liftinin 

əmsalları onun həmin laylanmadakı с  tam liftinin əmsallarından yalnız  

r
ij

i
rm

r
jm

k
ir

k
jmi

mk
ij

h v  (  

komponentlər seriyası ilə fərqlənirlər. 

  

 

Mühazirə XV 

Kotoxunan vektorların laylanma fəzası 

M  hamar чохобразлысынын бцтцн нюгтяляриндя ),( sr  типли тензорлар 

чохлуьуна бахаг: 

                                    
Mp

r
s

r
s pTMT



 )()( , 

бурада )( pT r
s  - Mp  нюгтясиндя  ),( sr  типли тензорлар фязасыдыр. 

MMT r
s )(:  пройексийасы мисал 2-дя олдуьу кими дахил едилир, йяни ),( sr  

типли щяр бир )(MTt r
s  тензоруна бу тензорун тятбиг олдуьу нюгтя гаршы 

гойулур. Mp  нюгтяси цзяриндя )(1 p  лайы дедикдя p  нюгтясиндя ),( sr   

типли тензорларын  )( pT r
s   фязасы нязярдя тутулур. Асанлыгла йохланылыр ки,  

),),(( MMT r
s    цчлцйц вектор лайланмасыдыр. Бу лайланмайа M  чохобразлысы 

цзяриндя ),( sr   типли тензорларын лайланмасы дейилир. 

 Хцсуси щала бахаг. Тутаг ки, 1,0  sr . Бу щалда M  щамар 

чохобразлысы цзяриндя (0,1) типли тензорларын (kotoxunan vektorların) )(MTС  

лайланмасыны аларыг. Bu laylanma fəzasını kotoxunan laylanma fəzası 

adlandırırlar. )(MTС  kotoxunan лайланмасынын нюгтяси Mp  нюгтясиндя 



(0,1) типли тензор (kotoxunan vektor) олдуьундан )(MTС  kotoxunan 

лайланмасында локал координатлар ашаьыдакы кими тяйин олунурлар: 
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iiiI xxxx  ,                                                 (1) 

бурада 
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ixnnininI  ,2,1,,1,,2,1 . 

(1) координатлары ашаьыдакы гайда иля чеврилирляр: 
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вя йа  

),...,( 21 nII xxxx   ,                                                    (3) 

бурада      nI 2,...,2,1 . 

 (2) вя йа (3) чевирмясинин Йакоби матрисинин структуру ашаьыдакы 

кимидир: 
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   ишаря олунмушдур. (4)-дян эюрцндцйц кими, 

0det)det(det 
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Бу ися ону эюстярир ки, )(MTС - n2 -юлчцлц диференсиалланан чохобразлыдыр.  

 



 

 


